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Soient K un corps value non archimedien complet, K’ le complete de la 
cloture algebrique Z? de K. Si K est separable sur K (ce qui est le cas en 
caracteristique zero) les sous-corps de K contenant K sont classifies par les 
sous-groupes fermis de G = Gal(K/K), le groupe de Galois d%K sur K. On 
peut montrer que G classifie aussi les sous-corps fermes de K contenant K 
14, 61. En effet, le point de depart est un resultat de Tate-Sen-Ax qui decrit 
l’action de G sur K et qui s’inonce ainsi: 
TH~OR~ME [ 1, 13, 151. Soient K un corps complet pour une valeur 
absolue non archimt!dienneSet K un comple’te’ d’une cl&ure algkbrique I? de 
K. Alors, Ie sous-corps de K des e’lements invariants par le groupe Aut(KfK) 
des K-automorphismes de I? (qui optre par continuite’ sur I?) est I’adhe’rence 
de la cl&ure radicielle de K. 
11 suit alors dans le cas oti I? est separable sur K que I’application 
FM F n K detinit une bijection de l’ensemble des sous-corps fermis de K’ 
contenant K sur les sous-corps de K contenant K, (dont l’application 
reciproque est L w i oti i est l’adherence de L dans K). 
En revanche si K n’est plus separable sur K, la theorie de Galois n’a plus 
d’utilite puisque les automorphismes laissent stable la partie radicielle. 
Neanmoins lorsque K est un corps local, c’est-i-dire un corps complet pour 
une valuatizn discrete a corps residue1 parfait, on peut decrire les sous-corps 
fermes de K. L’application L -+ L est une application surjective de l’ensemble 
des sous-corps de K contenant K sur l’ensemble des sous-corps fermes de K’ 
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ou p est la caracteristique de K, Ls l’extension separable maximale de K 
contenue dans L, Lpm” la cloture radicielle de K dans K et gMIK signifie 
differente de M sur K. 
Notre etude se place _Pans le cadre suivant: K est un corps value (non 
archimtdien) complet, K(X) est une extension transcendante valuee d’un 
complete d’une cloture algebrique Z? de K. D’abord nous montrons qu’un 
corps ferme F intermediaire entre K et K(X)* (complete de K(X)) est soit 
contenu dans K ou tel que K(X)* soit une extension algebrique finie de F 
(proposition 1). Si la caracteristique residuehe de K est nulle,n_ous montyns 
wes corps algebriquement clos intermediaires entre K et K(X) sont K et 
K(X). Ainsi les risultats obtenus sont ceux que l’on peut raisonnablement 
esperer. En revanche lorsque la caractlristique residuelle est p > 0 la 
situation est assez surprenante: en effet, il existeu_neinfinite de corps fermes 
algbriquement clos intermediaires entre K et K(X). Donnons une cons- 
quence dans un cas simple: soit FJ(T)) le corps local de caracteristique 
p > 0 admettant pour corps residue1 le corps F,, a p elements; alors m, 
le complete de la cloture algebrique du corps local F,((T)), contient une 
infinite de sous-corps fermes algebriquement ~10s. 
Ces resultats sont aussi en relation avec une etude que nous avons faite 
sur le groupe des K-aeorphismes contizus de @) [7,8]. Soit d, 
l’ensemble des Y de K(X) tels que Y @ K, LY --XI < inf,,,]X-- x/ et 
IYI=IXI. Soit YEA,. Alors, I’application Pe K(X) dans K(Y) qui a une 
fraction rationnellef(X) aFocief(Y) est un K-isomorphisme iso_mCtrique_qui 
se prolonge done en En K-isomorphisme isometrique en_tre K(X) et K(Yl, 
c’est-i-dire en un K-endomeisme continu de K(X) (tous les K- 
endomorphismes continus de K(X) sont en fait de cette forme). Les resultats 
precedents montrent que si la caracteristique residuelle p de K est non nulle 
cet endomorphisme n’est pas necessairement surjectif alors qu’i,! l’est-toujour_s 
si p = 0. Autrement dit, l’orbw X par le groupe Aut,,,,(K(X)/K) des K- 
automorphismes continus de K(X) est A, si la caracteristique residuelle de K 
est nulle, sinon cette orbite est dense dans A, et distincte de A, 
(proposition 3). 
0. CLASSIFICATION DES EXTENSIONS TRANSCENDANTES 
VALUI?ES DE DEGRk 1 
0.1. Notations 
Si E est un corps, on d&igne par 8 me cl&we algibrique de E; si E est 
value par une valeur absolue non archimkdienne I . / , on note ) Ex ) le groupe 
des valeurs du groupe multiplicatif Ex, E” i’anneau de valuation de E, Eoo 
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l’idkal de valuation de E, k (ou E “) un complCtC de E; enfin on appelle 
caracte’ristique rksiduelle de E la caractkistique du corps rksiduel E”/Eoo 
Toutes les valeurs absolues consid&es sent non-archim~diennes. 
0.2. Classification des extensions valut!es transcendantes de degre’ 1 
[ 12, chap. 2; 2, Sect. 10 et Sect. 10, ex. 21 
Soient K un corps valuC complet algkbriquement clos, K(X) une extension 
transcendante de K. 11 existe exactement trois types d’extensions de la valeur 
absolute de K i K(X). Soit r, = infxeK IX - x 1. 
lertype. Ilexistex,,zEKtelsqueIX-xx,I=r,=Inl.AlorsKetK(X) 
onl mZme groupe des valeurs et le corps Gsiduel de K(X) est une extension 
transcendante pure du corps rksiduel de K, de degrP de transcendance 1. On 
dit que K(X) est une extension (valute) “inerte” de K. 
Soit Y=z-‘(X-x,,), on a pour tout xEK IY-xl=max(l,lxl). En 
dkcomposant P(Y) = CfzO ai Y’ en produit de polyn6mes de degri: 1 on 
montre facilement que IP( = maxi Iail, ce qui montre we 
lKXI=IK(X)XI. 11 suit aussi facilement que le corps rkiduel de K(X) est 
l’extension transcendante pure k(y) de k oti k est le corps rksiduel de K et y 
l’image rksiduelle de Y. On peut toujours construire une extension valde 
transcendante de degr6 1 du le’ type d’un corps K [2, Sect. lo]. 
ZPmetype. 11 existe x,EK tel que IX-xJ=r et r&jK”I. Alors K et 
K(X) ont le m&?me corps Gsiduel et I K(X)’ I = / Kx 1 r’. On dit que K(X) est 
une extension (valuke) “totalement ramljike” de K. 
Soit Y=X-xx,, a, bE KX, i,jG N avec i#j, alors IaY’I # jbYjl puisque 
I Kx I est un groupe divisible. Ceci montre que 
I I <’ aiYi =maxlaiYil ,s 
&= ni$T+& ($)“” si IYI > Ial 
1 -=-~o~++J~)“+’ 
Y-a 
si IYI <Ial 
ce qui montre que K[ Y, l/Y] est dense dans K(Y) = K(X). Plus prkistment 
tout ClCment fE K(X)- s’tcrit de faGon unique sous la forme f = Cie L ai Y’ 
avec limli,,, la,lr’=Oet Ifl= maxi lail ri. Si (KX I = R,, (oti R,O dkigne 
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les nombres reels strictement positifs), il n’existe pas d’extension de K 
transcendante de degre 1, valuee, du 2eme type. 
jdrne type. Pour tout x E K on a 1 X - XI > r. Alors K et K(X) ont le 
m2me groupe des valeurs et le me”me corps rbiduel. On dit que K(X) est une 
extension (valuee) immtfdiate de K. 
Soit P(X) = b nf= ,(X - ai) E K[X], il existe x E K tel que /X - XI < 
IX-ail pour 1 <i<d. On a 
ce qui montre que IF’(x) - P(X)1 < IP(X ainsi I Kx I = I K(X) ’ I et tout 
polynome de K(X)’ est congru a un element de K” modulo K(X)“. Soit 
aEK,ilexistexEKtelqueIX-xl<IX-aletona 
ce qui montre que K[X] est dense dans K(X) et done que K et K(X) ont le 
mCme corps residuel. Si K est maximalement complet il n’existe pas d’ex- 
tension valuee transcendante de degrt 1 du 3Pme type de K. 
1. SOUS-CORPS FERMI% DE K(X)- 
Nous rappelons d’abord des proprietes des fonctions analytiques sur un 
corps value (Section 1.1) qui sont indispensables pour l’etude des sous-corps 
fermes de K(X)* (Section 1.2). 
1.1. Fonctions analytiques sur un corps value’ [ 3, theoreme I.11 
Soient E un corps value, 0 E E, r > 0 un nombre reel, D = 
(z E E/lz - t9 <r) (resp. D = (z E E/Iz - 01 < r}); on note J’& l’ensemble 
des fonctions E-analytiques SW D, c’est-a-dire des series entieres f(Z) = 
Ciaoai(Z- 0)j ou a,E E, telles que lim,,+, Iail ri = 0 (resp. limi,,, 
1 ail r’ i = 0 pour tout reel r’ tel que 0 < r’ < r). 
Soitf(Z) = xi>,, ai(Z - 0)’ E R&. On dtfinit IfID par 
I& = T$ lail ri- (1) 
Si le groupe des valeurs de E est dense ou si son corps residue1 est infini, on 
a 
IfWlD = SE; I”w>l* (2) 
Si z est un zero def, on a z E J?. (3) 
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Si E est algebriquement clos et si f est sans zero dans D, on a 
If(zlD = laOI > Iail ri pour tout i > 0 
et 
If Pxl = I f(z)1 pour tout z E D. 
(4) 
(5) 
1.2. Sous-corps fermks de K(X)- 
PROPOSITION 1. Soient 5 un corps value’ complet, K(X) une extension 
valuke de K telle que X & K, F un corps ferLmk intermkdiaire entre K et 
K(X)-. Alors, si F n’est pas inch duns K, K(X)- est une extension 
algkbrique Jnie de F. 
Dkmonstration. Soit YE F, Y 6? i?. Montrons que X E m. Soient 
r, = j;f IX-xl, CsninlY-xl 
et D = (z E K(X)/1 X - z / < rx}. Pour chaque f(Z) E m(Z) sans pole 
dans D il existe une suite (xi) d’eliments de f? telle que xi ne soit pas un pole 
de f, 1 X - xi 1 tende vers rx et 
IfID= itym If(xi)l. (7) 
Soient MX>),, N une suite d’elements de K(X) convergente vers Y et, pour 
tout n, f,(Z) = Y - Y,(Z). A cause de (6) Y,(Z) est sans pole dans D, done 
f,(Z) aussi et les relations (7) et (6) montrent que 
On af,(X) = Y - Y,(X), done il existe n, tel que (avec (8)) 
I f,,@>l = I y - yn,m < c G If&%. 
11 resulte alors de (5) quef,JZ) a un zero 0 dans D, d’aprb (3) 13 E m. 
Soit D, = {z E K(Y)-(B)/Iz - 01 < rx} = D nK(Y)^(B). On a 
fn, l(Z) -f,(Z) = Yn, l(Z) - Y,(Z) E K(Z), 
par consequent, d’apres (6) f,, l(Z) -f,(Z) est saris zero dans D; il suit 
done de (5) 
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La relation (9) montre que (f,(Z)) es une suite convergente d’llkments de t 
3 X(Y)^(B),D, et (8) montre que sa limitef(Z) est non nulle. On a 
f(x) = n&a f,(X) = “F& (Y - Y,(X)) = 0 
done, d’aprks (3), X E K(Y)-(8) = K(Y)I. 
Remarque 1. Le lemme 1 de [ 71 montre que m = m, mais on ne 
peut en dkduire que X est algkbrique sur K(Y)-. 
Remarque 2. La proposition 1 montre do_ncque p= m, ainsi les sous- 
corps fermks et alglbriquement clos de K(X) doivent Gtre rec@Cs en 
considirant des extensions de K engendrkes par des klkments de K(X) n’ap- 
partenant pas 1 Ki;y). 
Remarque 3. Si le corps K est algibriquement clos, on peutxntrer un 
analogue du thkorime de Liiroth. Tout sous-corps fermi: F de K(X), tel que 
F # K, est de la forme F = KIY), oti Y n’appartient pas nkessairement 1 
K(X) ([91). 
2. SOUS-CORPS FERMkS ET ALGBBRIQUEMENT CLOS DE $i?j 
EN CARACTkRISTIQUE RIiSIDUELLE i&R0 
On montre qu’il_xiste pas de corps fermC algkbriquement clos non 
trivial entre K et K(X) si la caractkristique rksiduelle de K est nulle. On en 
donne deux dC?monstrations, l’une “analytique” utilisant la proposition 1, 
l’autre suggkrke par Marius van der Put, utilisant les modules universels des 
diffkrentielles continues. 
TH~OR~ME 1. Soient K UR corps value’ complet de ca$act&istique 
r&iduelle n&e, K(X) une extension transcendante valuke de K. Alors, lez 
seuls_rps fermh algkbriquement clos intermkdiaires entre K et m sont K 
et K(X). 
Dkmonstration. 
Y @ 2, alors 
On peut supposer K algkbriquement ~10s. Soit YE m, 
l’extension K(r)(X)/m est immkdiate. 
Cette formule rksulte de 
(10) 
l’extension K(Y)/K est du m2me type que K(X)/K (IO’> 
(le type d’une extension a C?tC rappel& au paragraphe 0). En effet (10’) 
implique (10) de mani&e tvidente si l’extension K(X)/K est du 3’me type, si 
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X(X)/K est du 1”’ type (resp. 2’me type), (10’) montre que K(X) et m ont 
m2me corps residue1 (resp. mtme groupe des valeurs). Montrons (10’). Soit 
Y’ E K(X) tel que 1 Y - Y’I < infxCK IY-xl. PourtoutxEKona(Y-xl= 
I Y’ -xl, done ry = inf,,,) Y --xl E IKX 1 si et seulement si ry, = 
inf,,, ( Y’ - xl E IKX I et il existe x E K tel que I Y - x I = ry si et seulement 
si il existe x E K tel que I Y’ - x I = rye. Par consequent K(Y)/K est du meme 
type que K(Y’)/Kdi est du m2me type que K(X)/K car Y’ E K(X) 
implique ?@) = K(X). 
Soient Y, et Y, deux elements de K(X), alors 
K$Lmcmgm impliquem=m. (11) 
En effet, (10) dit que K(Y,)(X) est une extension immediate de K(Y,), done, 
d’apres le “Defektsatz” d’ostrowski [ 10; 2, Sect. 8, ex. 91 on a 
UW’,KW^ = WV’,)(XN’~ P ar suite (m)(X))- = K(X). La proposi- 
tion 1 implique que les corps fermes et algebriquement clos entre K(Y,) et 
(K(Y,)(X& K(X) sont K(Y,) et K(X), d’ou (11). 
S54t K(Y) un corps ferme et algebriquement clos intermediaire entre K 
et K(X) et tel que Y Q K, alors il existe un isomorphisme isometrique entre 
?@) et m. En effet, si K(X)/K est du troisiime type, le “Defektsatz” 
montre que $?) = K(X)- et la proposition 1 implique que m s(X)*. 
-(X)/K nest pas du troisieme type, comme (lO)m_ontre q*(Y)(X)/ 
K(Y) est du troisiime type, les extensions K(X)/K et K(Y)(X)/K(Y) ne sont 
pas alors du meme type, done 
inf IX-y1 < ,1ii IX-xl. 
Y EK(Y) 
wonsequent, il existe y E K(Y) tel que (puisque K(Y) est dense dans 
K(Y)) 
IX--y1 < inf IX-XI. (12) 
L’application de K(X) sur K(y) qui a une fraction rationnelle f(X) associe 
f(y) est, d’apres (12), un isomorphisme isometrique, qui induit un 
isomorphisme isometrique entre $?) et 8; d’autre part ?$j = K(Y) 
puisque y E K(Y). 
Soit_Kf i$F) f K(X) e soit IJI l’isomorphisme isometrique precedent t 
entre K(Y) et m. On a 
K!&L-~(~+~)$K(Y)$~ 
qui contredit (1 l), done m n’existe pas. 
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Deuxieme demonstration du theoreme 1. Une demonstration utilisant les 
modules des differentielles continues [ 1 I] nous a ete suggeree par 
Marius van der Put. Soit K un corps value et L une extension valuee de K, on 
note (dLIKy @I,,> 1 e module universe1 des K-dtj%!rentielles bornees de L [ 111. 
Le lemme suivant est une consequence simple du theoreme 6.1 de [ 1 I]. 
LEMME 1. Soient K un corps value de caracteristique rbiduelle nulle, L 
une extension valuee de K et E une extension valuee de L. Alors la suite de 
E-espaces de Banach 
O-R;,,&Ee,Q b E/K 4, Q&L - 0 
est exacte (a et /3 sont les homomorphismes naturels). 
Reprenons les notations du theoreme 1 et supposons K algebriquement 
~10s. Quitte i faire une translation de X par un element de K on peut 
supposer que 
si K(X)/K n’est pas du troisieme type, 
alors IX] = m: IX-x] = rx. (13) 
Soit D une K-derivation de K(X) dans un K(X)*-espace de Banach (M, 1). I]), 
un calcul facile montre que, sous l’hypothise (13), on a pour tout 
.fm E KG9 
IlWV>)ll G IfGO ri’ llW)ll~ 
done D est continue. 11 en risulte que&X,-,K est de dimension 1 sur K(X)-. 
Le lemme 1 applique a K, K(X)- et K(X) joint au fait que $&,K(X)- = (0) 
(corollairesde [ 111) montre que la dimension sur K(X) de OblK est 1. 
Soit YE K(X), Y @ K; le lemme! appliq_ue a K, K(Y), K(X) montre alors 
que $&,e = {O}, done que K(Y) = K(X) (d’apres (6.3) de [ 111). 
Remarque. Si la caracteristique residuelle de K est non nulle, on a 
.R&,K = {0}, done la methode prectdente n’est pas applicable. 
3. SOUS-CORPS FERMI& ALGBBRIQUEMENT CLOS DE ?$?) 
EN CARACTBRISTIQUE ~SIDUELLE POSITIVE 
Dans le cas de caracteristique residuelle positive nous montrons qu’il 
existe une infinite de sous-corps fermes algebriquement clos intermediaires 
entre K et K(X). Pour ce faire on construit (Section 3.2) un element Y de 
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m tel que &K@) f ?@). L-corps m &ant i-isomorphe et 
*trique a K(X) il s’ensuit que K(Y) posdde la m&me propriete que 
K(X), ainsi on deduit l’existence dune infinite de sous-corps fermes algebri- 
quement ~10s. L’outil principal est la differente des extensions algebriques 
&parables (infinies) de corps values ainsi que la notion de corps hyperparfait 
dont nous donnons les propriitts au paragraphe 3.1. 
3.1. La d&$5-ente dam les extensions valukes et les corps hyperparfaits 
Nous disons qu’un corps value K de caractiristique residuelle p # 0 est 
hyperparfait si tout element de K est convenablement approche par la 
puissance p-ieme d’un element de K. Le risultat principal de ce paragraphe 
est la proposition 2 selon laquelle la differente 5?rr,x est de valeur absolue 1 
(i.e., SUP,~~~,~ 1x1 = 1) si le corps K est hyperparfait. 
DEFINITION [ 14, chap. III, Sect. 3 ]. Soient K un corps value complet et L 
une extension de K algebrique, separable et de degre Iini. On designe par 
Tr LIK la trace de L sur K et on appelle diffPrente de L sur K I’ideal G$‘L,K de 
l’anneau de valuation Lo de L dont l’inverse est ainsi defini: 
Gl,k = (x E L/Tr,,,(xL’) c K’). 
Comme dans [4] on de&it la differente pour les extensions infinies de 
corps values. 
DEFINITION. Soient K un corps value complet et L une extension 
algebrique, separable de K. On appelle d&f&-ente de L sur K l’ideal G1d,K de 
Lo defini par: 
@UK = n wiIK .~0) 
ou l’intersection est prise suivant l’ensemble des corps Li intermediaires entre 
K et L et de degres finis sur K. 
On appelle valeur absolue de QLIK le nombre reel note ] gLIK 1 et defini par 
Nous aurons aussi besoin de la notion suivante: 
DEFINITION. Soient K un corps value, E un K-espace norme de 
dimension n, 11. /I sa norme. Soit c un nombre reel tel que 0 < c < 1. On dit 
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qu’une base (e,)rGiG. de E sur K est une c-base de E SW K si pour tow 
/I , ,..., A,, appartenant a K, on a 
LEMME 2. Soient K un corps value’ complet, M une extension de K, 
algebrique, separable et de degre’ n. Soit c un nombre reel tel que 0 c c c 1. 
Alors il existe une c-base (ei)l GiGn de M sur K possedant les proprie’tes 
suivantes: 
0; (e,*)l(i<n designe la base duale de (ei)l CiGn par rapport a la forme 
bilineaire (x, y) tt Tr,,,(xy). 
La demonstration est la meme que celle du lemme 8 de [5]. 
DEFINITION. Un corps value K de caracteristique residuelle p non nulle 
est dit hyperparfuit s’il est parfait et s’il existe une constante cK verifiant les 
proprietes suivantes: 
o<c, < 1, 
pourtoutxEKilexisteyEKtelque]x-yy”]<c,]x]. 
On appelle constante deperfection du corps K toute constante c, verifiant 
les relations precedentes. 
Remarque. Un corps de caracteristique positive est hyperparfait si et 
seulement si il est parfait. Si K est hyperparfait, il en est de m2me de K. 
LEMME 3. Soit K un corps hyperparfait de caracteristique residuelle p, 
soit c = inf cK ori cK parcourt les constantes de perfection de K, alors on a 
c ,< I plp’(p-? 
Demonstration. Soit cK une constante de perfection de K. Soient x E K et 
ZEK tels que lx-.Cp]<cc,]x]. Soient x,=x-Zp et Z,EK tels que 
Ixl-f~I<cKIxlI. On a 
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par suite max(&, ) pl @,lp> es une constante de perfection de K. Si c = inf t 
cK, on a done max(c2, 1 pi c”~) > c. 
PROPOSITION 2. Soit K un corps hyperparfait. Alors la dtfferente QF,K 
est de valeur absolute 1. 
La demonstration necessite deux autres lemmes. 
LEMME 4. Soient K un corps hyperparfait de caracteristique nulle et N 
une extension algebrique de K tels que la dtfferente G8,,IK soit de valeur 
absolue 1. Alors N est hyperparfait. 
Demonstration. On suppose que l’extension NIK est finie. Soient 
O < c < l et Cei)lci<n une c-base de N sur K telle que (lemme 2) 
Choisissons c tel que IPIc-~ < 1. On a pour tout i= 
/ 1 - Tr,,r,K(eie~)Pl < 1 
et pour tout i #j 
I Tr,,,(e,eF)” I < 1 ef I. 
Soit x = JTy= 1 ,Iief, ,Ii E K et soit i, tel que 
max l&e:1 = I&OefOl. 
I<i<n 
On a 
1 n ,..-, 
1x1 Cep > ITr~,&(e$o)~)l = I Aio/ T 
done (4)lci<n est une cP-base de N sur K. Soit cK une constante de 
perfection de K. Soit x = Cr=, lie! avec lli E K et pour tout i = l,..., n soit 
IiEK tel que l,Ii-@l<c,/~il. On a 
(X- (i,“;eiri ~maX(c,c-P,IPlc-P)Ixl. 
Pour c suffkamment proche de 1, c, = max(c,cep, I pi cep) est une 
constante de perfection de N. Avec le lemme 3 il en resulte le cas general. 
LEMME 5. Soit K un corps value’ complet de caracteristique zero et de 
caracteristique residuehe p non n&e. Soient E > 0 un nombre reel et a un 
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t%ment de K de valeur absolue 1. On suppose qu’il existe un t%!ment a” de K 
tel que 
(a -iPJ < JpJ@-E)l@--l). 
Alors on a 
C’est le lemme 5 de 151. 
Dkmonstration de la proposition 2. Si K est de caracteristiquep > 0, c’est 
une consequence de la proposition 10 de [5]. Supposons done K de carac- 
teristique nulle. 11 suftit de montrer que pour tout extension galoisienne L de 
K contenant une racine primitive [ p-ieme de l’unite, on a ]gL,K] = 1. Soit L 
une telle extension de K, n son degre; posons n = qp’ ou q est premier a p. 
Soit M un sous-corps de L de degrt q sur K. La racine de l’unite [ appartient 
a M. On a ]gMIK] = 1. En effet, supposons qu’il existe x E GJ;,!~ tel que 
Ix] > 1, IKX I &ant dense, soit 71 E K tel que 1 < ]rc < 1x1, on a 
ce qui est faux. 11 reste done a prouver que ]al,,,] = 1. Le corps M est hyper- 
parfait (lemme 4) et contient une racine primitive p-ieme de l’unite, des 
lemmes 3 et 5 on deduit done que, pour toute extension cyclique F de M, l’on 
a ]gFIM] = 1. Puisque Aut(L/M) est un p-groupe, la proposition est 
demontree. 
Nous aurons aussi besoin des deux lemmes suivants: 
LEMME 6. Soient K un corps value’ complet de caractkristique p > 0, L 
une extension algbbrique se’parable de K, de d&i%ente non nulle et telle que 
le corps L soit parfait. Alors K est un corps parfait. 
Dt!monstration. Les racines p-iemes des elements de K sont dans L 
puisque ce corps est parfait. Soient done E > 0, x E K et y E L tels que 
/X - y’] < E. Soient c tel que 0 < c < 1 et (ci)i(icn une c-base de K(y) sur K 
donnee par le lemme 2, c’est-i-dire telle que 
e,= 1, ,yi”cn leil G 1 et 
max lei”l G Cc I@K~yd-l G (~I@wI)-~ 
I<i$n 
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POSO~S y = cfEl Aiei oti les Ai sent dans K. Alors, pour if 1 
d’od puisque TrK~y~,,&~P) = (TrKC,,,,&, ei”))” = 0 
G = TrKc,,lK ((y” -xl e,*“), 
done 
(4’” - aI: I < KY” - x) eikP I< 4~ I QL,K I) -p 
par suite /x - A; 16 t: (c ISLIK I)-“. Le corps K est done parfait. 
LEMME 7. Soient K un corps value’ complet, L une extension algkbrique 
se-parable de K et N une extension algkbrique finie et skparable de L. Alors 
les corps N et i sont line’airement disjoints sur L et la diffPrente Qs,f est 
Vadhe’rence de la d@rente GNIL. 
De’monstration. Soient G = Aut(@/L) et H = Aut(I?/L nx). On a 
G c H done L^ n I?c LPdm, d’oti la linkaire disjonction de N et i sur L. 
Soient’ctelqueO<E< l,xEJ- ~N/~etyENtelsque]x-yj<~.Onapour 
tout z E No 
3.2. Le thkordme principal 
TH120~tih4~ 2. So&wt K un corps value’ complet de cara@ristique 
rt%idzceUe non n&e, K(X) une extension transcendante valuke de K. Alors il 
existe une infinite’ de corps algkbriquement clos et complets intermkdiaires 
entre K et $Q 
Donnons rFabord un rt%ume’ de la dkmonstration pour K de caractitristique 
z&o. On construit une extension L,+,y de K(X)- qui posskde les prop&t&s 
suivantes: d’une part J C2JL,,x/xCx) -J f 0, d’autre part il existe YE (Lco,x)* tel 
que pour tout n > 0, Y posskde une racine p”-iime dans (L,,,)* notb Ypm”. 
I1 s’ensuit que_ le corp_s Ko3,Y = Urn),, K(YP-“) c (L,,x)* est hyperparfait. Si 
on suppose K(Y) = K(X) on dkduit que )@CL,.XIr,CL,.x)-J = 1 parce que K,,, 
est hyperparfait, et que (QCL,,,ry)=,CL,. x)=( = 0 parce que I gL, T,KCX)-\ f 0. D’oG 
la contradiction. 
2. ., 
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D&nonstration du thkor&ne 2. On suppose que la valeur absolue de K 
esC non triviale. Outre les Gsultats du paragraphe 3.1, la dkmonstration 
nkcessite de nombreux lemmes. On peut supposerK_gkbriquement clos, soit 
p # 0 sa caractkristique rbiduelle. Pour tout y E K(X) posons 
rY= f$ Iy-Xl (14) 
quitte A changer X en aX+ p oti a et 0 sont des kltments de K on peut 
supposer que X vkrifie la condition (C) suivante: 
: 
1. si l’extension K(X)/K est du premier type, 
JXJ=rx= 1, 
(Cl 
2. si l’extension K(X)/K est du deuxikme type, 
1x1 = rx, 
3. si l’extension K(X)/K est du troisikme type, 
IPIIXI < TX. 
3.2.1. Construction de Lco,x, extension algkbrique s&parable de K(X)- de 
dljJfi+ente non nulle 
LEMME 8. Les hypotht%es sent celles du th.&ort?me 2, on suppose de plus 
K algkbriquement clos et que X vPrifie (C). Soit a un Gment de K tel que 
lallXI1’p < r,. (15) 
Alors le polykme P(Z) = Zp - aZ - X de K(X)- [Z] est irrkductible. 
Dkmonstration. Soit z E K(X)- tel que P(z) = 0. 11 rlsulte aiskment de 
(15) we 
IZI = IXI”? (16) 
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- Si K(X)/K est du premier type: soient k le corps residue1 de K, X la 
classe de X dans le corps residue1 de K(X) qui s’ecrit alors k(f); compte 
tenu de (C), P(Z) p a our image canonique dans k(F)[Z], p<Z) = Zp - 2 qui 
est irreductible. 
/x~i/p~ 
Si K(X)/K est du deuxieme type, on a, d’aprts (16) et (C), ]z Ii = 
r$w IK(X)XI p our i, 1 < i ,< p, done z engendre une extension de 
degre p de K(X)-. 
- Si K(X)/K est du troisieme type. Les extensions algebriques de K(X)* 
sont alors immtdiates, done de degre sur K(X)* une puissance de p (d’apris 
le “Defektsatz”: [ 10; 2, Sect. 8, ex. 91; par consequent P(Z) est reductible 
dans K(X)- [Z] si et seulement si z E K(X)-. Supposons que z E K(X)-, il 
existe f(X) E K[X] tel que 
Iz -f(W < I PIIZI. (17) 
On a 
P(f(X)) =P(f(X)) -P(z) = (f(X) - z)( pi’f(X)p-‘-i zi -u) 
i=l 
done, avec (15), (16) et (17) 
IW(X>)l < I PI /XI * (18) 
Les polynbmes g(Z) =f(Z)p - uf(Z) - Z E K[Z] et f(Z) E K[Z]Et, 
d’apres la definition de rx sans zero dans D(X, rx) = (y E K(X)/ 
IX--y]<r,}, car D(X,r,)flK=QI, done dans D(X,r)=(yEm/ 
IX--y]<r} pour r> r, sufftsamment proche de rx. Posons pour tout 
WEm 
f(Z) = y u,(w)(Z - o)i. 
i>O 
Les relations (4) et (5) appliquees a D(X, r), a g(Z) dune part et f(Z) 
d’autre part, montrent que pour tout o E D(X, r) n K 
I g(X) = I gWI > I P~,(QT +4 - 44 - 1 I r 
et 
IfW>l = lf(QJ>l = lao(o)I > la,(w>l r 
d’oti l’on deduit avec (16), (17), (18) et puisque g(X) = P(f(X)) 
IP~o(~)P-l~,(~)--~,(~)- 11 <lPllXlri’ 




La relation (19) et la condition (C) impliquent 
IP%(~)p-l-all~,(~)l= 1 
qui donne, combinke avec (20), 
1 pa,(w)P - auo(o)l r; l > 1. 
Mais il suit de (17), (16), (C) et (15) 
IP%(~)PI=lPll~I <rx 
laa,(w>l = lal(xI1’p < r, 
qui contredisent (2 1). 
(21) 
LEMME 9. Les hypotheses sont celles du lemme 8. Soient w E K, v(o) = 
op-awetzE~unerucinedeP(Z)=ZP-uZ-X.Alorslz--wIP= 
Irp(w) - XI et rz = ryp. 
Demonstration. On a I P(o)1 = Iv(w) -X/ et d’autre part, puisque P est 
irrkducible sur K(X)- 2 K on a I P(w)1 = 1 o - z Ip, d’oti la premikre formule. 
La seconde en est une conslquence, tout tltment de K s’krivant q(w) pour 
un w E K convenable. 
LEMME 10. Les hypotheses sont celles du lemme 8. Soit (aJnE N une suite 
d’elements de K telle que 
pour tout n E N, I PIP” 1x1 < la,+,IP” IWP < rx, (22) 
?,I, lanlfO* (23) 
Soit (X”>,, N la suite d’e’lements de K(X):: sutisfaisant X, =X et pour tout 
nEN, X~+l-a,+,X,+,-XX,=O. Soient L,,x=K(X)^(X,), Lw,,x= 
Undh Ll,x. Alors, pour tout n E N, L,+,,x est une extension separable de 
degre p de L,,, et la dtJ&ente de L,,, sur K(X)* est non nulle. 
Demonstration. 11 rksulte de (22) et des lemmes 8,9 que pour tout 
nEiN* 
IX”1 = IXl”P” (24) 
llP” 
rxn = TX (25) 
IPllXnl < l%+lllw’p <TX,. (26) 
Ces formules permettent de montrer le lemme. En effet, (26) et le lemme 8 
montrent que L n + , ,x/L n ,x est de degrk p, (26) montre aussi que P, + l(Z) = 
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ZP-a n + , Z - X, et son polynhme d&iv& P; + ,(Z) = pZp- ’ - a, + 1 n’ont pas 
de racine commune, done L,, ,,x/L,,x est s&parable. Soit L E K tel que 
1 X,/lp I< 1, alors X, + ,/A est racine de Q(Z) = Zp - (a,, ,/3ip-‘)Z 
- x,Pp E Lo,,,[Zl, d one (si Q’(Z) dksigne le polyndme dkrivk de Q(Z)) 
On a 
d’aprh (26); done 
pour tout k E K tel que 1X,/L” I < 1. Avec (24) il vient done 
Finalement 
IPL,,xIKw, -I = ‘n” IP4”+l.x,L,,xl 2 iJ lxllp_::;..tl, #O 
ll=O 
d’aprks (23). 
3.2.2. Construction de YE m et de Koo.Y tels que K,., soit hyperparfait 
LEMME 11. Les hypothtkes sont celles du lemme 10, on suppose de plus 
w 
lim I a, lp” = 0. (27) n-t+CC 
Alors la suite (Xz”),EN &klkments de K(X) est convergente, sa limite Y 
possdde les propriktks suivantes 
IX- YI < rx, Y @ K et Y v&Be (C). P-9 
Remarque. 11 existe des suites (a,JmEN d’klkments de K satisfaisant (22), 
(23) et (27). En effet soit 71 E K tel que 0 < InI < min( 1, r, IXI-“p}. Pour n 
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suffkamment grand soit a, E K tel que a$-’ = II” et on difinit 
convenablement les premiers termes de la suite (a,). 
Dkmonstration du lemme 11. On a Xf + , = a,, 1X,,+ , + X, , done, en 
klevant i la puissance p”-i&me 
XP”” 
n+l =x;“+ f P(t (a,+,x,+,)‘x;“-’ 
( 1 i=l 1 
d’oti l’on dlduit 
I JE,“,‘: -X:‘l< max l<i<P I( 1 pn (a n+lxn+I)ixri 
par suite, avec (24) 
Soit m un entier tel que 0 < m < n, on a (pour n suffisamment 
Ia n+, I < 1 (d’aprks (27)), d’oti 
1 (p” )a;+, I< 1 la~+gm ; y;;$y 
qui implique avec (27) et (29) que pour tout m E N 
lim sup 1X$+: -Xp”I < IpI” max{lXI1’P, [Xl} 
n++CC 
d’oti, en faisant tendre m vers l’infini, la convergence de la suite (Xz”). 




La formule (22) implique la,, ; Ip” 1x1 1’p-’ < rx IX\-’ dont il rksulte (30) 
pour i =p”; pour i = l,...,p” - 1 on a 
I( iI Ply Ia 
i/P 
.+si 1x1 (i/P”)(llP--l) < lpJ g 
( 1 
qui avec (C) donne (30). Les formules (29) et (30) montrent que l’on a pour 
tout n E N 
I TEL+: - X:“I < r,. 
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11 rtsulte que 
done 
et cette formule implique que Y 6G K et que Y verifie (C). 
LEMME 12. Soient K WI corps value’ complet algkbriquement clos et de 
caracte’ristique rksiduelle p positive, K(Y) une extension transcendante valuke 
de K telle que Y ve’rifie (C). Dbignons par Yp-” une racine p”-i2me de Y, 
posons K,,, = K(YPm”)^ et K,,, = UnEN K,.,. 
Supposons que la caractkristique de K est nulle, alors 
[ 1 
-(P-I)/@“+‘) 
lPl~I~~,,,.~,K”,,I~~,IPl oli c,= fg (31) 
et 
I~K,,,,K,,,l = 0. (32) 
Dkmonstration. Le lemme 9 permet de montrer que ryp+ = (r,)P-” done 
Ypm” v&tie (C). Par consequent le lemme 8 applique a Kn,Y = K(Yp-“)^ et 
au polykme Zp - Yp-” montre que K,, ,,y est une extension de degrt p de 
K n,Y. Done en changeant Yen Yp-” on voit qu’il suffit de montrer (31) pour 
n = 0. 
Soit u = CT:; ai Y’lp (ai E K,,,) un element de K,,,. Montrons 
o<Tta,” lCfiyi’pI GcO 1’1’ 
-. (33) 
- Si K(Y)/K est du premier type, alors, compte tenu de (C), le corps 
residue1 de K,,, est une extension de degre p de celui de KO,Y, engendrie par 
la classe de Y’lp. Done maxlc$ = 1 implique /u I = 1 puisque la classe de u 
est non nulle; d’ou (33), 
- Si K(Y)/K est du deuxieme type, (C) montre que I Ypm’ 1 66 1 K(Y)- ’ / , 
done les I ai Yilp 1 sont deux a deux distincts, d’oti (33). 
- Si K(Y)/K est du troisieme type, on peut supposer par densite que 
u E K[ Y”“]. Pour tout w E K tcrivons 
u = 21 ai(o)(Y’lP -co); 
i>O 
oli ai E K. (34) 
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Un calcul elementaire montre que 
a,a- -s 
iT0 O<Zi/p 
a,(w) ( i 
ji (-l)i-jp wi-Pjyj. (35) 
On a (r. E K[ Y], tcrivons a, = cr,(Y)_etsoit r > yy tel que le polynbme so(Y) 
soit sans zero dans D(Y, r) = {z E K(Y)/1 Y-z I< T}. D’apres (5) on a pour 
tout co’ E D(Y, r) 
lao( = lao(~ 
Soit o E K tel que (up E D(Y, r), la formule (35) implique done que 
laol = Iao(co”)I = 1 x L’ 
i>O O<Zi/p 
ai (Jip)(-1)‘ip cd 1 . 
D’autre part on a pour tout i > 0 
(36) 
(36’) 
En effet puisque K est de caracttristique nulle soit [E K une racine p-ieme 
de I’unite, [ # 1; on a pour tout 1 = O,...,p - 1 
(l--r’)‘= x (-l)k (;)rik 
O<k<i 
= osr;ppl C-l)’ ( os;i,p ( j, : I) (-l)‘n) cr 
jptr<i 
done Cf:d (1 - [‘)’ =p CogjGilp (ji)(-l,‘p, d’oti la formule (36’). 
Choisissons cc) E K veritiant les hypotheses precedentes et tel que de plus 
lol=lYI 2 rip les formules (36) et (36’) impliquent alors 
]a~] < m$ {lai(cu)lI Y]“‘min(l, lpli”p-l’-‘)}. (37) 
Soit U(Z)= xi>0 i a (w)(Z - w)’ E K[Z]. L’extension K(Y”“)/K &ant du 
. . . . . 
troisieme type, 11ste r > ryllD tel que u(Z) n’ait pas de zero dans 
D(Y1lp, r) = {z E K(Y)/\z - Y1’pJ < r}. Soit w E D(Y’lp, r) nK (tel que de 
plus 10.11 = ( Y]““), les formules (4), (5) et (34) montrent que 
Ii = lao( > laj(o)ll Y”p -Q-Ii pour tout i 2 1 
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done, avec le lemme 9 
pour tout i > 1. (38) 
11 suit alors de (37) et (38) 
done, puisque Y verifie (C) 
et cette formule appliquee a ZAY-~‘~ montre que joklj Ylklp ,< c0 / UJ ; par 
consequent (33) est demontree. 
La formule (33) montre que (Yi’p),~i~p-, est une c,-base de K,,, sur K,,, 
(paragraphe 2.2). La base duale de (Yi’p)O~i~p-, (pour la forme bilineaire 
(x,Y> I--, Tr K,,Y,KO,Y(xJ)) etant ((l/p) Y-“‘)o<i<p-i) il en resulte (31) pour 
n = 0. La formule (32) est une consequence immediate de (3 1). 
LEMME 13. Les notations sont celles du lemme 12. Alors le corps K,,, 
est hyperparfait. 
Dkmonstration. Si K est de caracteristique positive, K,,, est parfait. 
Supposons done K de caracteristique nulle. Soit P(Y”-“) = 2 a, Yilp” E 
K[YP-“I. Si K(Y)/K n’est pas du troisieme type, (Yi’pnt’)i>O est une l-base 
de K[ Yp-‘“+“I (puisque en particulier Ypm’““’ virifie (C)), done 
IP(YP-“) - F(Y~~(“+‘))P~ < 1 pI IP(YP-“)~ ok ~(ypmcfl+*‘) = x .;/p yilpn+‘, 
Si K( Y)/K est du troisibme type, il en est de meme de K(YP-“)/K. Soit 
r>r yp-n tel que le polynome P(Z) n’ait pas de zero dans 
D(Yp-“, r) = {z E K(YPm”)/I Ypm” - zI < r), 
s_oit cc) E D(YPmn, r) AK et ecrivons P(Y”-“) = C ai(w)(Ypm” - w)‘; soit 
P(Z) = c ai(w (Z - coy, un calcul facile montre que pour tout i E N 
I(YP-” - o)i - (YP-(~+‘) - wpml)ip 1 < I pI 5 I yp-” - w/i 
dont il resulte avec (4) 
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Or d’apres le lemme 9 
I YIP-” 
t 1 
IYI p-“<m -= - 
ryp--” TY ’ ry - 
Finalement, quel que soit la nature de l’extension K(Y)/K, on a 
En appliquant ceci aux numerateurs et denominateurs des elements de 
K(YP-“)(n E N) et compte tenu de ( pi ( Yl/r, < 1 (d’apres (C)), il en resulte 
clue Km,, = u n> ,, K( Ypmn)^ est hyperparfait. 
3.2.3. Fin de la dt!monstration du thkort?me 2 
Soit (a,) une suite d’elements de K verifiant (22), (23) et (27). Soient 
L 00,X le corps du lemme 10 et Y defini dans le lemme 11. Supposons 
@J=F@). (39) 
On a K c0.y = L,x)- = W co,y)l, done il existe une extension algebrique 
M de Km,, telle que (L,,,)^ = MA [4; 6, theoreme 21. Le corps K,,, &ant 
hyperparfait (lemme 13), la proposition 2 implique que I~TJ,,,,~, yI = 1, done, 
le corps A4 est hyperparfait (d’apres le lemme 4 en caracteristique 0, sinon M 
est parfait car il contient Km,Y). Comme A? = (Loo,x)A, il en resulte que le 
corps (L,,x)- est hyperparfait. 
Si la caracteristique de K est positive: le lemme 10 dit que L,,x est une 
extension algebrique separable de K(X)* de differente non nulle et le corps 
(L,,x)* est parfait (car hyperparfait); ainsi le lemme 6 implique que K(X)* 
est parfait, ce qui est faux comme le montre le lemme 8 applique au 
polynome Zp -X. .La relation (39) n’est done pas vraie. 
Si la caracteristique de K est nulle, le lemme 12 (applique i K(X)) et le 
lemme 10 disent que 
I %,,x,K~x~- I = 0 
IPL,,x,Kwr I = 1 
(40) 
d’autre part, en considerant les extensions de corps K(X)* c L,,, c 
L Kc0.x C0.X d’une part et K(X)- c K,,x c L,,xK,,x d’autre part, on a 
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qui donne avec (40) 
d’oti, avec le lemme 7 applique a L = L,,x et aux extensions finies de L,,x 
contenues dans Loo .x K, ,x 
l~n(L,.X)-K,.xI(L,.X)- I = 0. (41) 
D’autre part, le corps (L,,,) 1 &ant hyperparfait, la proposition 2 montre 
we 
IF4L,,x~xIcl.,,,x~- I = 1. (42) 
Or &m,x)= = L,x)- - Km,m les formules (41) et (42) sont done contradic- 
toires, l’hypothbse (39) est par consequent fausse. 
On a prouve que / Y-XI < r, (d’apres (28)). La relation / Y-XI < r, 
implique que K(Y) et K(X) sont isometriquement isomorphes par l’ap- 
plication qui a une fraction ration_nellef(-socief(X); done il existe un 
isomorphisme isometrique cp de K(Y) sur K(X), on a 
O_npeut recommencer ce raisonnement avec qp-r (m) = KY9 - ‘( Y)) c 
K(Y).... Ceci termine le theoreme 2 lorsque la valeur absolue de K nest pas 
triviale. Ce sont les valeurs absolues du 3eme type (qui ne peuvent ttre 
triviales sur K) qui ont oblige a cette restriction. Cependant, une variante des 
raisonnements precedents (la suite (a,) des lemmes 10 et 11 est alors formee 
d’elements de K(X)...) permet d’obtenir simplement le theoreme 2 lorsque K 
est trivialement value. 
Remarque 1. sette demFstrat_ion donne une construction explicite d’un 
element Y de K(X) tel que K f K(Y) f K(X). 
Remarque 2. Soient p un nombre premier et F,((X)) le corps local de 
caracteristique p admettant le corps F, a p elements pour corps rtsiduel, le 
theoreme 2 montre que m contient une infinite de sous-corps fermes 
algebriquement ~10s. 
4. LE GROUPE DES K-AUTOMORPHISMES CONTINUS DEB 
S$ent K un corps value complet, k(X) une_extension transcendante valuie 
de K et @ l’application du groupe Aut ,,,,(K(X)/K) des K-automorphismes 
continus de K(X3 dans le groupe Aut(K/K) des K-automorphismes de K qui 
i a E A%n,(KWK) associe sa restriction a K. Dans [7] et [8] nous 
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avons &die l’image de 0; les resultats des paragraphes 2_et3_nous 
permettent dlen priciser le noyau. Soit aE_Ker Qi = Aut,,,,(K(X)/K) (le 
groupe des K-automorphismes continus de K(X)), on a o(X) & K, la(X)1 = 
1x1 et JO(X)-XJ<inf,,,-JX-xJ puisque pour tout xEE, /0(X)-x\= 
la(X-x)l=IX-xl ( car u est t.me isometric puisque continu). Done a un 
element u de ker @ = Aut,,,,(K(X)/K) on peut associer l’element u(X) de 
d,, I’ensemble des YE $?) tels que Y CZ Z?, 1 YI = 1x1 et IX- YI < inf,,, 
IX - xl .P, Est done amen6 a itudier l’orbite de X par le groupe 
AuLo”twww. 
PROPOSITION 3. Soient I$ un corps value’ complet, I?(X) un_extensio?l 
transcendante valuee de K, r, = inf,,,- IX - xl, A, = (YE K(X)/Y 6Z K, 
(Y( = (Xl, IX- Y( & rx} et G= Aut,,,,(@!)/k) le groupe des K- 
automorphismes continus de i$?). Alors 
(1) si la caracteristique residuelle de K est nulle, l’orbite de X par G 
est A,, 
(2) si la caracteristique residuelle de K est non nulle, l’orbite de Xpar 
G est contenue et dense duns A, mais distincte de A,. 
_DPmonstration de la proposition 3. Soit u E G, on a u(X) E A, et 
K(X) = m). I nversement, soit YE d,, alors I’application de K(X) dacs 
K(Y) qui a une fraction ration* f(X) a*ie f(Y) induit un K,- 
isomorphisme isometrique& K(X) sur K(Y), c’est-a-dire un K- 
en+domorphisme continu de K(X), qui est un isomorphisme si et seulement si 
K(Y) = K(X). Le theoreme 1 (resp. le thioreme 2) montre done que l’orbite 
de X par G est A, (resp. est differente de A,) si la caractiristique residuelle 
de K est nulle (resp. non nulle). L’ensemble A, ~7 K(X) est dense dans A, et 
pour YE A, n K(X) on a m = m, done I’orbite de X par G est dense 
dans A, 
>marque. Soient D(X, rx) (resp. D(X, r,)) l’ensemble des elements z de 
K(X) tels que IX- z/ < rx (resp. IX- z( < rx). Alors on a D(X, r,) c A, c 
D(X, rx). Si la valuation de K est du 3eme type, on a A, = D(X, rx). 
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